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Rkm16- On determine les diffusivitks turbulentes expk-imentales par des mesures de vitesses et tempkra- 
tures moyennes au sein d’kcoulements non chauffes, puis chauffes. Pour ces mgmes ecoulements, on essaye 
d’atteindre les diffusivites par l’ttude des perturbations crkes au sein du fluide par des fils fins. 

On applique les equations de l’ecoulement laminaire aux kcoulements turbulents ttudi6.s et on discute 
les solutions de premiere approximation qui supposent les diffusivites constantes. Les rbsultats expki- 
mentaux ainsi obtenus conduisent ii adopter, pour l’boulement nature1 et pour les sillages, des diffusivites 
variables suivant les points de mesure. On corrige les hypotheses de depart pour tenir compte de ces 
variations. On compare ensuite les diffusivitb de l’tcoulement nature1 (sans tils) aux diffusivitb de sillage. 

On rapproche les theories de Bory et de Taylor sur la diffusion, de faGon a relier les coefftcients pheno- 
menologiques de diffusivitk a certaines caracteristiques statistiques de la turbulence. On explique ensuite les 
variations des diffusivitb en fonction des diamttres des tils, en associant a chaque diambtre une epaisseur de 
particule fictive. 

Ces resultats peuvent &re genQrali&s et peuvent permettre a partir de l’ttude de la diffusion en milieu 
heterogtne limit& de donner des lois de variation des diffusivites dans l’tcoulement en conduite. 

NOTATIONS 

coordonnees d’un point dans l’tcoule- 
ment Ctabli, comptees a partir de 
l’axe des conduites ; 
coordonnees d’un point du sillage 
(X dans le sens de l’ecoulement, le 
fil &ant l’origine) ; 
temps de diffusion ; 
excentration, d = (2Y ou 2r)/largeur 
conduite ; 
conductivitt thermique; 
viscositC ; 
diffusivid thermique; 
viscosite cinematique; 
nombre de Prandtl turbulent, 
Pr, = v,/a,; 
composantes de la vitesse suivant 
xety; 
pression statique ; 
temperature de l’air chauffe ; 

PY 

c,, 

d, 

e0, 

Indices 
4 
I.4 A v, 
s, 
c, 

temperature de l’air avant chauffage ; 
temperature de la paroi chauffee ; 
masse individualiske en diffusion ; 
paramttre de diffusivite ; 
carrk de la distance de diffusion de la 
masse individualisee; 
carre moyen de la distance de dis- 
persion des particules : 
masse volumique de l’air ; 
chaleur specifique de l’air a pression 
constante ; 
diametre des f11s ; 
Cpaisseur de la particule associke a 
un Ii1 de diametre d. 

turbulent ; 
a sans indice, valeurs moleculaires ; 
dans le sillage ; 
dans la conduite. 
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INTRODUCTION 

ON SAIT que les phenomenes mecaniques et 
thermiques qui s’observent dans les tcoulements 
laminaires se coordonnent de faccon trbs satis- 
faisante en exprimant les tensions de frottements 
et les flux de chaleur transmis par les relations de 
Navier-Stokes et de Fourier. 

Ces relations permettent de defnir les coefli- 
cients de viscosite /1 et de conductivite thermique 
2, que, suivant une terminologie classique, nous 
dirons laminaires, et a partir de ceux-ci, la 
viscosite cinematique (ou diffusivite mecanique) 
v = p/p, et, la diffusivite thermique a = A/C4. p. 

Dans le cas des gaz, p et I (ou, ce qui revient 
au m&me, v et a) sont lies par une relation simple, 
due a Maxwell, et qui se traduit par l’introduc- 
tion en mecanique des fluides du nombre de 
Prandtl: Pr = p. C,/A = v/a. Cette relation est 
une consequence du fait que frottement et 
transmission de chaleur sont “des phenomenes 
de transfert”, c’est-a-dire correspondent a un 
transport par les particules qui diffusent (ici les 
molecules) de leur quantite de mouvement et 
de leur Cnergie d’agitation thermique. 

Dans les Ccoulement turbulents, les phtno- 
m&es sont beaucoup plus compliques. On peut 
Ccrire a leur propos les mCmes equations qu’en 
Ccoulement laminaire en y introduisant les 
composantes des grandeurs statistiques 
moyennes, et ceci delinit les grandeurs homo- 
logues de 11 et de A, que nous Ccrirons ,u~ et A,, 
que nous appellerons viscosites et conductivites 
turbulentes. De m&me, on en deduit les dif- 
fusivites turbulentes v, = pt/p et a, = At/C,. p, 
et ensuite le nombre de Prandtl turbulent 
Pr, = v,ja,. 

La difficulte, en ecoulement turbulent, est que 
ces differentes grandeurs ne sont pas des 
caracteristiques specifiques du fluide, comme en 
laminaire, mais qu’elles sont attach&es a l’ecoule- 
ment lui-mtme et dependent de la facon dont il 
se produit. 

11 est evident que les valeurs locales de v, et des 
a, sont determinCes par la structure locale de 
l’tcoulement, mais il est douteux que cette 
structure puisse &tre entierement definie par 

les derivees d’espace de la vitesse statistique 
moyenne, bien plus vraisemblablement doivent 
intervenir certaines des grandeurs qu’introduit 
et mesure l’anemometre a fil chaud. 

Dans cet article, nous avons Ctudie le pheno- 
mbne aerodynamique en mesurant les reparti- 
tions des vitesses, d’une part dans l’ecoulement 
non perturb&, que nous dirons “naturel”, 
d’autre part en apportant a cet Ccoulement des 
perturbations a l’aide de fils de differents 
diametres tendus normalement a la vitesse ; 
ils creent des sillages dont on determine la 
constitution. 

Parallelement, la transmission de la chaleur 
a Ctt Ctudiee de deux facons: 

(a) on realisait une convection classique par 
chauffage des parois de la canalisation, on 
relevait les repartitions des temperatures dans 
diverses sections droites ; 

(b) dans l’bcoulement initialement isotherme, 
on produisait une perturbation thermique en 
chauffant Clectriquement les lils. 

Les mesures derriere les fils chauffes ont tte 
faites pour les deux canalisations, les experiences 
par chauffage des parois pour la canalisation 
rectangulaire seulement. 

Dans une premiere partie de cet expose, nous 
presentons les resultats des experiences et leurs 
coordinations a l’aide des equations de Navier- 
Fourier (simplifiees suivant les approximations 
classiques). Ceci conduit aux calculs des v, et 
des a,, dont on discute la signification. 

La seconde partie correspond a I’aspect 
theorique. Comme pour le laminaire, il est 
constamment admis en turbulent que le frotte- 
ment et la conduction thermique sont des 
phenomenes de transfert lies a la diffusion des 
masses materielles. Nous commencons done 
par un rappel des grandes lignes des deux 
theories de diffusion suivantes : 

(a) la theorie continue de Bory [I~ 51, qui 
permet l’expression immediate des v, et a, en 
fonction de parametres diffusifs. 

(b) la theorie de la dispersion des particules 
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de Taylor [7--141, qui rattache la diffusion aux 
grandeurs de I’btude statistique de la turbulence. 

Nous Ctablissons ensuite une relation entre 
les grandeurs fondamentales des thkories de 
Bory et de Taylor, jetant ainsi un pont entre les 
grandeurs phknomknologiques vt, a, et celles 
de I’anCmomCtrie B fl chaud. 

Enfm, par application de la thkorie continue, 
nous montrons comment il est possible d’ex- 
primer B l’aide d’une seule fonction de diffusion 
g(t), les fonctions de diffusion attachtes aux 
diffkrents fils par lesquelles on calcule les 
rtpartions des diffusivitb dans leurs sillages. 

1. CONDITIONS EXPERIMENTALES 

Les koulements turbulents CtudiCs sont 
rCalisCs, d’une part, dans un tube lisse de 
section circulaire de 20 cm de diambtre intkrieur 
et, d’autre part, dans un tube lisse de section 

rectangulaire allongke dont les dimensions sont 
de 4,56 x 9,30 cm2 (Fig. 1). 

Le fluide est l’air aux conditions atmos- 
phkriques. 

Les fils utilisks, dont les diam&res sont 
respectivement de 0,003,0,010,0,064 et 0,300 cm, 
sont tendus verticalement : 

(a) en conduite rectangulaire, ils sont parallkles 
au grand c6tt du rectangle, et occupent pratique- 
ment toute la hauteur du tube ; 

(b) en conduite circulaire, leur longueur est 
de 6,8 cm (20 cm pour la tige de 0,300 cm). 

Dans tous les cas un dispositif mkanique 
permet de les dkplacer paralklement A eux- 
m&mes dans une section droite du tube, (Fig. 2). 

Le chauffage des fils se fait Clectriquement et 
de man&e A dksiper une puissance constante 
quelle que soit la vitesse du flujde. 

Nld d’abeille 

FIG. I. 

Grilles forte contration 

d&placement du fil 

Element chauffant 
Thermocouple 11 

FIG. 2. 

FIG. 1. Schkma de montage. 
FIG. 2. Dispositif pour I’btude des sillages. 

FIG. 3. Dispositif de chauffage. 
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1.1 RPalisation du Chat&age du Tube (pour la 
Canalisation Rectangulaire) 

Le systeme utilisk pour chauffer la paroi est 
constitue par trek enroulements independents 
de ruban chauffant bobinks sur une couche 
isolante d’amiante. Le chauffage commence en 
bout du troncon assurant un regime aero- 
dynamique Ctabli, (Fig. 3) et a lieu sur une 
longueur de 3 mttres, soit 50 fois le diametre 
hydraulique. L’origine des abscisses x pour le 
phtnomene thermique co’incide avec la section 
AB ou debute le chauffage. La temperature en un 
point M(x, Y) du plan de sondage PQ sera 
designee par T,(x, Y). Sur l’axe, en M(x, O), nous 
l’ecrirons 7&. 

1.2 Les Appareils de Mesures 

Pour mesurer les vitesses, nous utilisons soit 
une prise de pression totale et des prises de 
pression statique en paroi (nous admettons, 
comme il se fait habituellement, que la pression 
statique est uniforme dans une sectjon droite), 
soit une prise de pression du type Prandtl. Le 
manometre permet de lire 0,002 cm d’eau. 

Nous mesurons les temperatures avec un 
thermocouple BTE/CTE compte tenu de la 
sensibilite du potentiometre employ& la pre- 
cision ainsi obtenue est en principe de l/60 i&me 
de degre centesimal. 

Pour l’ensemble des mesures, les vitesses 
utilisees sont de 500, 1000, 2000 et 3000 cm/s 
environ, sur l’axe des conduites. 

2. ASPECT THEORIQUE ELEMENTAIRE ET 

RESULTATS EXPERIMENTAUX 

2.1 Dkfinition de lu ViscositC et de lu Conductivitk 
Turbulentes 

On definit la viscosite h et la conductibilite 
4 turbulentes en transposant au turbulent les 
relations classiques de l’ecoulement laminaire, 
on ecrit : 

dU 
z= -P’.~~ et 4 = -&.dT dr . (1) 

L’ecoulement &ant turbulent, on se trouve en 
presence de grandeurs fluctuantes, les equations 
(1) doivent &tre entendues sur les valeurs 
statistiques moyennes, que l’on note habituelle- -- 
ment U, T etc; pour ne pas compliquer inutile- 
ment les Ccritures nous conserverons les 
notations U, T, etc. 

A partir des grandeurs pr et I, nous pouvons 
definir les quantites : 

v, = !-!! I 

P’ 
a, = .__t__ 

p.C,’ 
Pr, = I2 (2) 

oh p est la masse volumique locale pour laquelle 
nous adopterons la valeur statistique moyenne. 

2 2 Etude de 1 ‘Ecoulenzent Nuturel (Non PerturbP 
par les Fils) 

A. Etude theoriyue klknrentaire 
On tcrit les m&mes equations que pour 

l’ecoulement laminaire, on obtient ainsi, pour 
un Ccoulement Ctabli entre deux parois paralleles 
indefinies : 

Nous supposerons que les equations precedentes 
sont applicables a l’ecoulement en conduite 
rectangulaire, du moins dans la region mediane 
situ&e aux alentours du plan PQ. 

Pour l’ecoulement ttabli en conduite cylindri- 
que, l’equation est, en dtsignant par r la distance 
a l’axe d’un point de la section d’abscisse X, 

1 ah o= -- 
PJX 

+ g vt-F ( > (4) 

(les experiences par chauffage de la paroi n’ayant 
Cte faites que dans le cas de la conduite rectangu- 
laire, il n’y a pas lieu ici d’ecrire l’equation 
thermique). 

Les calculs de v, et de ;I, se font de la facon 
suivante : 
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par integration des equations du groupe (3) on 
obtient : 

,c!cL! c-t!! y 
'aY p’h’ 

At[($ -(g),]= (3’) 

Y 

s 

p.C,. U,.$dY 

0 

compte tenu que +,/ax est constant et que 
aU,/a Y est nul sur l’axe de la conduite. 

On peut alors, par des derivations et des 
integrations graphiques effect&es sur les courbes 
experimentales, determiner les valeurs numeri- 
ques des coefficients des equations (3’) et par 
suite obtenir v, et I, 

Dans le cas de la conduite circulaire, on opere 
de la mCme facon sur l’equation (4). 

B. Les r&partitions exphnentales des vitesses et 
tempkratures 

(a) Variation longitudinale de la tempkrature 
Lorsque x croft, la temperature augmente, et, 
en principe, elle doit tendre, pour x infini, vers 
la temperature de la paroi chaude. 

Nos mesures mettent en evidence cet accroisse- 
ment de la temperature, elles ont Cte faites dans 
les cinq sections drones d’abscisses : 

x = 229,239,249,259 et 269 cm, 

les distances Ctant compt&es, rappelons-le, a 
partir de la section de debut de chauffage. 

Nous caracterisons l’eltvation de la tempera- 
ture du fluide par son Bchauffement relatif: 

On constate que, pour un Y don&, et duns les 
limites assez ktroites des x exphinrenth, ATR 
varie de facon pratiquement lintaire en fonction 
de X. On est ainsi conduit a defmir un Cchauffe- 
ment relatif unitaire: 6T = ATR/Ax, qui est 
constant (entre les sections 229 et 269 cm, on ne 

peut ne effet extrapoler car cela conduirait a 
une temperature infinie au loin). 6T ne depend 
pratiquement pas de la vitesse, il s’accroit tres 
1CgQement lorsque la difference totale de la 
temperature appliquke AT = TP - To, aug- 
mente. 

Sur l’axe, pour des vitesses s’etageant de 
10 a 30 m/s, et des AT allant de 10 a 50°C 
environ, nous avons obtenu des valeurs de 
6T = 6T,, comprises entre 0,0018 et 0,0021. 

Ce qui donne, pour une vitesse de 20 m/s et un 
AT de 20°C une difference de temperatures 
entre les sections extri?mes de: 0,002 x 40 x 20 
= 1,6”C. 

Lorsqu’on s’eloigne de l’axe de la canalisation 
ST djminue (il doit en effet Etre pratiquement 
nul au voisinage immediat de la paroi). 

(b) Les profils de vitesses et de tempkratures. 
Nous ddfinjrons vitesses et temperatures reduites 
par les relations : 

et TR = &z_$. 
P co 

La Fig. 4 represente les variations de uR = 

( UC0 - ~,)/Ume et de TR = (T, - T,,)/(T, --T,,) 
en fonctjon de b. 

La courbe inferieure represente UR, la oourbe 
superieure le profil des temperatures rtduites 
TR releve dans la section d’abscisse x = 269 cm 
(points marques 0); les points marques l 
correspondent aux mesures effectdes dans la 
section x = 249 cm. 

Les sommets des deux courbes comcident 
en 0, cela est une consequence de la facon dont 
nous avons defini UR et TR; cette definition 
entraine Bgalement que les courbes coincident 
pour &’ = f 1 (c’est-a-dire sur la paroi), ces 
points sont en dehors des limites au graphique. 

Les deux courbes ont meme allure mais sont 
nettement stpark (le rapport TR/UR est en 
moyenne de l’ordre de 1,3). D’autre part elles 
ne se deduisent pas l’une de I’autre par afhnite 
puisqu’elles ont deux points communs. 

On remarquera cependant que les points @ 
relevQ 40 cm en amont de la section a laquelle 
correspond la courbe, sont tous situ&s au-dessus 
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UC0 = 2020 cm/s 
r,-T, = 14,4T 

fi Profll des vltesses 

l Profll des tempbratures ?I x=249 cm 

a ProfII des tempkratures b x=269cm 

FIG. 4. Rtpartition des vitesses et des temptratures rkduites 
en conduite rectangulaire. 

de celle-ci: il semble done que, lorsque la 
distance B la section de d&but de chauffage 
augmente, la courbe TR descende, et par suite 
se rapproche de la courbe U,. A t&s grande 
distance les deux courbes seraient done pratique- 
ment confondues, ce qui correspond g l’analogie 
de Reynolds. 

Pour plusieurs vitesses de l’tcoulement nous 
avons expkrimentk en imposant id la paroi des 
temptratures Tp diffkrentes, les &arts totaux: 
AT = Tp - To, s’ktageant de 14 SI 50°C. Pour 
une vitesse don&, les profils rbduits des 
tempkratures ne subissent que de faibles modi!? 
cations en fonction de AT, et dont nous 
Ctudjerons les effets lors du calcul des diffusivitCs 
thermiques. 

C. Valeurs nunrtriques des diffusivitts 
Les valeurs numkriques montrent que v, et a, 

passent par un maximum pour une certaine 
excentration 8, (nous dksignerons par vt, et a,, 
les valeurs maximales correspondantes). 

Aussi bien pour a, que pour v,, la position 
de ce maximum ne dCpend pas de la vitesse, 
mais elle n’est pas la m&me pour la diffusivjtC 
thermique et la viscositk cintmatique. 

Lorsque x: augmente, le maximum de a, se 
d&place en se rapprochant de celui de v,, ce qui 
correspond dans ces conditions au phtnombne 
signal6 ci-dessus: le profil des temperatures se 
rapproche du profil des vitesses. 

Le Tableau 1 donne les valeurs de vtO, vf,, a,, 
et a,, pour les diffkrentes vitesses U,, ou les 

Tubleau 1. 

U,,, cm, 5 et Re 631 25 800 1011 41500 2020 X2500 3051 12 5(K) 
vLoI cm2ys 3,42 9,15 14,l 25 
vt,, cm’/s 5 12,6 19 36 
T, - T,, “C 24,5 49,2 14,4 31,2 10,6 
a,,, cm’ts ._ 17 16 36 34 45 
LI,,, cm 2 /s _ 21 20.5 40,5 40,6 53 
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divers nombres de Reynolds calculks in partir 
du diamttre hydraulique de la conduite. 

Sur la Fig. 5a, nous avons trad les courbes de 
&partition de v&, en fonction de 8. La Fig. 5b 
reprksente les variations de a,/~,, en fonction de 
8. Il est possible de faire passer par les diffkrents 
points expkrimentaux une courbe dont l’ailure 
est semblable g celle donnant v&. Le maximum 
se trouve B rT1 = 0,5 environ, nettement d&al& 
vers l’axe par rapport au maximum de vt/vl,. 

x 

c- l g,= 631 cm/s 
. 
c 0,4- 0 U,,= 1011 cm/s 

x 4, = 2020 cm/s 

o.2- A U,, = 3051 cm/s 

I I I I 1 
0 0.2 0.4 0.6 08 I 

8 

Vi tesse 2020 cm/s 

x = 229 cm 

x= 239cm 

FIG. 5. (a) Variations de vJv,, en fonction de 1. (b) Variations 
de at/a,, en fonction de b. 

D. Les phtnonrbnes en conduite circulaire 
Le profil des vitesses rkduites en conduite 

circulaire est pratiquement le mbme qu’en 
conduite rectangulaire. Les courbes rkduites 
vJvt, ont la mCme allure. La position du 
maximum est la miime: 4, = 06. Les valeurs 
numkriques sur l’axe sent un peu plus petites 
pour la conduite circulaire {v,,/v~, = 0,6 au 
lieu de 0,7 pour la conduite rectangulaire). 
Le tableau 2 donne les valeurs vI,, et v,, pour la 
conduite circulaire, g diffkrentes vitesses, ou in 
nombres de Reynolds calculCs g partir du 
diam&re de la conduite. 

I l Conduite circuloire 
o Conduite rectonguloire 

60 

I” 
I I I I 

0 105 2x10 ’ 3x105 4x105 

Re 

FIG. 6. Variations de v,, avec le nombre de Reynolds. 

Sur la Fig. 6 nous avons repr&entC les 
variations de vI, en fonction du nombre de 
Reynolds. La courbe obtenue B l’allure de celle 
trouvke par Cleriot [6]. 

2.3 Les Sillages Centres 

A. Etude thkorique tltnlentaire des lois de reparti- 
tion des vitesses et des tenrptratures 

On admet que dans la rtgion mkdiane, le 
sillage du fil, dont la longueur est kvvidemment 
limit& se confond avec celui d’un ii1 de longueur 
indkfinie, le problkme est done d deux dimen- 
sions. 

Tableau 2. 

U,,, cm/s et Rr 500 66500 982 13 100 2045 273000 2830 377000 
v,,, cm’ls 10 23 43 46 
v,,. cm’& 20 26 55,5 62 

C 



1838 JEAN FAYET 

On pose (en conformite avec ce qui a CtC 
expliqut en 2.1) que les equations indefinies 
sont les memes que pour l’ecoulement laminaire. 
Apres discussion des ordres de grandeurs de 
leurs differents termes (discussion que nous 
ne pouvons reproduire ici [17]), il est permis 
de leur apporter de grandes simplifications, 
si bien que le groupe des equations de Navier 
et de Fourier se rtduit a: 

On a admis que la composante transversale v, 
de la vitesse dans le sillage est assez petite pour 
pouvoir &tre negligee. 

U, et T, sont des fonctions de x et de y puisque 
nous supposons un phenomene a deux dimen- 
sions (et de symetrie plane). 

Nous prendrons pour fonctions inconnues 
les perturbations que le fl apporte a l’ecoule- 
ment, elles sont definies par les relations : 

U = U, - U, et T = T, - T, (6) 

U mesure le “ralentissement” du fluide que 
produit le Cl, 

T mesure son “Cchauffement” (dans les experi- 
ences ou le fil est chauffe), 

T, est la temperature de l’ecoulement amont, 
que nous avons Ccrit TO au paragraphe 
precedent, et qui est une constante. 
La transformation (6), appliquee aux 

equations (5), conduit a : 

(U, - u)g = gYj au ( > v’ -av 
aT a aT (U, _ u) .__ = ._~ a, .-_ 
ax ay ( 1 ay I (7) 

u au = .a v au 
( > tax ay f ay 

(7’) 
aT a aT 

Ucx = ay afay . 
( 1 : 

Mis a part le voisinage immediat du til oh le 
fluide est arrete, le ralentissement U est petit 
devant la vitesse U, de l’ecoulement general, 
et peut, par consequent, etre neglige dans le 
facteur (U, - U), d’oh les equations (7’) que 
nous adopterons a l’avenir. 

Dans une premiere approximation (qui nous 
le verrons, est insufkante), nous supposerons 
que, comme en Ccoulement lammaire, v, et a, 
sont des constantes, et nous adopterons les 
solutions suivantes : 

U = 5:. exponentielle [ _ .y_“_:% 
4.x.v, 

] 

y? u 
T = -$. exponentielle [- CO] 

4.x.a, 
i 

(8) 

Ces solutions representent bien une perturba- 
tion qui s’annule a l’infini; elles ont une 
singularite compliquke a I’origine, dont nous 
laisserons, pour l’instant, l’interprttation de 
tote. 

Les perturbations U et T sont maximum sur 
l’axe ; pour y = 0, on a : 

B. Resultats experinrentaux 
Les r&partitions en lois de Gauss. Les reparti- 

tions en y, a x constant, des vitesses et des 
temperatures suivent avec precision des lois de 
Gauss sur la majeure partie de la largeur du 
sillage, alors que, sur les bords, on enregistre 
une divergence, relativement faible cependant. 

Pour montrer que les repartitions sont bien 
en loi de Gauss, nous transformons les relations 
(8) de la facon suivante : 

Nous avons substitue aux temperatures T et 
T, dans le sillage, les f.e.m. thermoelectriques 
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correspondantes qui leurs sont proportionnelles. petites et moyennes valeurs de y. Ensuite, les 
11 suffit alors de calculer, A partir des rksulttits points expkrimentaux sont situ& au-dessous 

expkimentaux, les quantitks de la droite; ces points correspondent aux bords 

J(log gg=) et JCog 512) 
du sillage. Les &carts ainsi enregistrks corres- 
pondent A des tempkratures r&elks plus tlevkes 
que les tempkratures calcultes par la loi de 

et de les reporter sur un graphique en fonction Gauss. 

Condude rectangulalre 
ll, = 3000 cm 1s 
d fll= 0,003 cm 

x=7cm 

/ 

x=IO cm 

+ / 
x=30cm 

0 0.20 0.40 0.60 0,60 1.20 

FIG. 7. Variations de J(log e,p) en fonction de Y. 

de y. Prenons l’exemple du fil de 0,003 cm plad 
et chauffk en conduite rectangulaire. La vitesse 
au droit du !I est U,, = 3000 cm/s et les plans 
de sondage sont situ& A des distances x du fil de : 
1, 2, 3, 4, 7, 10, 20 et 30 cm. La Fig. 7 reproduit 
le graphique correspondant, chacune des huit 
droites correspondant A la distance x port&e en 
tote. 

Les “survitesses”. Nous dirons qu’il y a 
“survitesse” en un point M du sillage lorsque 
la vitesse de l’koulement y est supkrieure A ce 
qu’elle serait en ce point en l’absence du fl. 
Revenant aux notations de la relation (6), dans 
les rkgions de survitesses on a: U, < U,, 
done U < 0. 

Les mesures de vitesses ne sont possibles que 
pour les distances moindres, mais les courbes 
reprtsentatives de 4 [log (U,,,/U)] en fonction 
de y, pour un J don&, conduisent aux mtmes 
conclusions. 

Le phknombne que nous avons mis en 
Cvidence est que le fluide refoulk par le sillage 
od la vitesse est rkduite, s’koule sur les bords 
du sillage, formant une sorte de bourrelet oti 
la vitesse d&passe nettement celle de l’koulement 
naturel. 

Pour chaque valeur de X, nous voyons qu’il Le phknomkne a Ctk observe dans les sillages 
est possible de tracer une droite passant par des fils de diamktres 0,010 et 0,064 cm; pour le 
l’origine et les points correspondants aux fil le plus fin, 0,003 cm, ces augmentations locales 
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de vitesses descendent vrakemblablement au- obtenues est la m&me pour la vitesse de 3000 
dessous de ce qui est mesurable. cm/s. Les rksultats sont similaires pour la 

Variations de la vitesse et de la tenpA-awe conduite drculaire. 
enfonction de x sur l’axe. La thkorie Cltmentaire La divergence A la loi thkorique se manifeste 
leur assigne de varier en raison inverse de ,/x. par l’kcart A la droite passant par l’origine. 
Les valeurs de U,,, et de T,,, (ou ce qui revient Nous voyons que cet Ccart devient important 
au m&me de la f.e.m.e,,,) sont don&es directe- d&s que x dkpasse quelques centimktres. 
ment par l’expkrience, on constate ainsi que la On peut rep&enter de man&e empirique 
loi thtorique en l/,/x n’est pas verifiCe, et les les variations de U,,, et T,,,, par des lois de la 
&carts sont importants. forme C . x”. Les formules ainsi obtenues per- 

0 IO 20 30 

x, cm 

FIG. 8. Variations de l/e: et de l/U: en fonction de x. 

Sur la Fig. 8 nous avons reprtsentk la varia- mettent une reprksentation correcte des rksultats 
tion de l/U,&, et l/eiax en fonction de x pour expkrimentaw lorsque les distances x deviennent 
les trois diamktres de ii1 (en conduite rectangu- supkrieures A 100 d. L’exposant n, qui est bien 
laire). La vitesse choisie est U,, = 1OOOzmjs. Les entendu nkgatif, dkpend du diamktre du ii1 et 
tchelles pour les ordonrkes sont quelconques dans une faible mesure de la vitesse. 11 est 
(les nombres cerclits reprksentent, pour chaque supkrieur en module A la valeur thkorique 0,5 
courbe, l’ordonnk rCelle de l/e&_ ou l/U,&,: et il s’en rapproche lorsque le diamktre augmente 
e max en 0 et U,,, en cm/s). L’allure des courbes (Tableau 3). 
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Diamktre du Ii1 
en cm 

n, u,, = lOOOcm/s 
n, u,, = 3000 cm/s 

Tableau 3. 

0,003 0,010 0,064 0,300 
0,83 0,76 0,62 - 
0,78 0,73 0,61 0,53 

Pour le til de @OlO cm et la conduite circulaire 
l’exposant n est un peu superieur aux valeurs 
du tableau ci-dessus. 

Largeur des sillages. La largeur du sillage est 
delicate a definir, ses limites Ctant floues. 
Nous conviendrons de caracteriser cette largeur 
a l’abscisse X, par la distance entre les points 
P, et P, des courbes de repartition (Fig. 9) dont 
les ordonnees sont la moitie de la valeur 
maximale. 

FIG. 9. Allure des profils de vitesse ou de temptrature dam 
le sillage d’un Ii1 cent&. 

Nous noterons cette distance, par I, et 
nous dirons “largeur du sillage”, Ctant entendu 
qu’il s’agit de la largeur conventionnelle ci- 
dessus definie. 

Dans le Tableau 4 nous donnons, pour le fil 
de 0,010 cm et pour la vitesse sur l’axe de 
3000 cm/s, la largeur du sillage thermique ainsi 
que l’ordre de grandeur de la largeur “reelle” 
de ce m&me sillage en dtfinissant les limites par 

les distances a l’axe au-de18 desquelles la 
f.e.m. eqpdrinrentale est pratiquement nulle. 

Entre la largeur obtenue pour e = emax/ et 
pour e voisin de zero, il y a un facteur multiplicatif 
compris entre 2 et 3. 

La largeur des sillages augmente de manike 
importante avec le diametre des tils et diminue 
faiblement quand la vitesse croft. 

Les diflusiuitb turbulentes. Pour calculer les 
diffusivites on admet les equations (7). On fait 
abstraction des variations de B,/,/x ou B,/Jx 
en leur substituant les valeurs experimentales 
directes U,,, et T,,, mesurees sur l’axe. On 
exprime ensujte : 

u, 
4.x.v, =I6 

et UC0 
4.x.a, ” 

06 pu et pr sont les pentes des drones de la 
Fig. 7. 

Dtsignons par v1 et a, les valeurs des viscosites 
et des diffusivites ajnsi calculees. Sur la Fig. 10, 
nous avons represent6 les variations de v1 et 
de a,, pour les differents tils utilises en conduite 
rectangulaire et trace les niveaux vI, et a,, 
correspondants aux diffusivites mesurees dans 
l’ecoulement nature1 (obtenues au paragraphe 
precedent). Ces courbes nettent en evidence 
les variations importantes que subissent les 
diffusivites de sillages en fonction de la distance 
au fl. Elles montrent aussj que ces diffusivites 
sont toujours nettement inferieures a celles de 
l’ecoulement naturel, mCme aux plus grandes 
valeurs de J experimentees. 

v1 augmente toujours lorsqu’on s’eloigne du 
til, a, au contraire commence par decroitre 
pour, apres passage par un minjmum, suivre 
une allure de croksance analogue a celle de 
v1 (le phenomene est particuljtrement apparent 
sur la courbe d = 0,064 cm, U,, = 3000 cm/s). 

Y, cm 1 2 
1, cm 0,146 0,177 
1, cm rdel 0,44 0,6 

Tableau 4. 

4 10 
(0.30 0,61 

1,2 196 

20 30 40 
1,08 1,52 1,82 

2,5 B 3 394 495 
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Le minimum de a, se trouve toujours i pas de y, cette dernibre hypothk trouvant sa 
proximitk du fil, si bien qu’A I’avenir now justification dans le fait expkrimental que vitesses 
ferons abstraction de ce phknombne, dQ vrai- et temptratures sont, pour un x donnk, t&s 
semblablement A la forte diminution de la correctement r&parties en loj de Gauss. 
masse volumique du fluide (done de sa capacitk Effectuons, dans le groupe (7’), le changement 
thermique) au voisinage immCdiat du fil, con- de variable suivant : 

kcutive A un fort Cchauffement. 
Le rCsultat fondamental est done l’accroisse- az” d’o,j au auaz, 

ment de v1 et a, avec X, dont l’importance vi = -ai- 
.~~ = az_ .ax = ,,, .??, 

cl rl 

(I,~ CL/,,= 3000 cm IsI 

v,, (UC,= 3000 cm/s) 
01 

d= 0,064 cm 

UC,= 1000 cm/s 

x, cm 

FIG. 10. Variations des diffusivitks avec Y. 

d&fend qu’on le tienne pour phCnom&ne acces- et de m&me pour a,, on voit immkdiatement que 
soire, ce qui remet en question les hypothkses les Cquations (7’) deviennent : 

faites pour l’intkgration des tquatjons (7’). 
u :z=d’!! 

C. Rrtour sur I’intPgrution des kquutions 
co aZ, a_$ 

u DT-Ji? 
co az, ay2’ 

(9) 

Reprenons l’intkgrafon en admettant que Ce sont les Cquations (7’) dans lesquelles on a 
v, et a, peuvent dkpendre de x, mais ne dkpendent fait v, = 1 et a, = 1 (done des constantes). 
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Les relations (8), se transposent alors immediate- de 0 a X, des diffusivites locales. L’expression 
ment en variable z: pour v1 est identique a celle donnant a,. 

U = -5 exponentielle Y2U 
Les fonctions z&c) et zr(x) ayant CtC deter- 

Jzu [ cj 
4z minces a partir des nombres experimentaux, 

V nous pouvons calculer les diffusivites locales 

T = -:A- exponentielle Y2U 

JzT [ c”l 

(10) 
dans le sillage, par les relations : 

4zr 1 dzv dz, 
et la solution est maintenant analytiquement 

vt = -di- et a, = -di-. (11) 

correcte. 

Tableau 5. 

Y 
(4 

tl 
(cm) 

al 
(cm2/s) 

a, 
(cm” s) 

Y 
(cm) 

iI 
km) 

aI 
(crnzf s) 

a, 
(cm’ 1s) 

0,003 I,6 2,l 0,003 5,9 X,8 
2 0,010 231 28 20 0,010 7,8 &7 

0,064 6.4 4.8 0,064 7,65 X,6 2 

0,003 2,6 4.2 0,003 72 10,6 
5 0,010 3,3 535 30 0,010 7,8 10,7 

0,064 6,4 635 0,064 8,05 10,7 

0,003 4 7,8 0,003 87 11 
10 0,010 531 7,3 40 0,010 9,15 11,4 

0,064 6.75 726 

Les valeurs numeriques de zv et zr peuvent 
s’obtenir a park des rtsultats experimentaux 
de la m&me facon que pour les v1 et a, du 
paragraphe precedent. Les pentes des drones 
de la Fig. 7 par exemple permettent d’exprimer, 
pour le fil de 0,003 cm, 

u 
aussi bien zT = -2~ que 

u 
4. p+ 

a, = .___o__ , 
4.x.& 

En definitive, on a: 

La diffusivite a,, introduite par les considera- 
tions Clementaires precedentes, apparait ainsi 
comme la valeur moyenne, prise sur le parcours 

Nous donnons, dans le Tableau 5 les valeurs 
de a, = zT/x et de a, = dz,/d?c pour les differents 
fils, en fonction de x. Ces nombres correspondent 
a une vitesse sur l’axe de 1000 cm/s. 

Les diffusivitts augmentent lorsqu’augmente 
la vitesse de l’ecoulement, suivant une loi qui 
depend des diametres et des distances aux MS, 
et qui correspond a un accroissement moindre 
que la proportionnalite: lorsque la vitesse 
U, sur l’axe est multiplike par 3, passant de 
1000 cm/s a 3000 cm/s, a, se trouve multiplie en 
moyenne par 2,5, ce facteur pouvant cependant 
atteindre 2,9 a grande distance du fil. 

Le rapport Z, = 4zTJUe0 depend dans une 
certaine mesure de la vitesse, et par con- 
sequent, on ne peut pas rep&enter ses variations 
en fonction de X, pour un fil donne, par une 
seule courbe, qui serait valable pour tous les 

UW 
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Sur la Fig. 11 sont trades les courbes de z en se maintiennent dans un intervalle Ctroit: 
fonction de x, attach&s a la vitesse U,, = entre 0,50 et 0,55. 
1052 cm/s, chaque courbe correspond a un Pour la conduite circulaire, on obtient des 

diambtre de !I. resultats identiques du point de vue qualitatif. 

La diffusivite vraie a, est mesurke par la pente Les nombres de Prandtl turbulents sont plus 

de la tangente a la courbe. La diffusivite moyenne Clew% que les nombres de Prandtl precedents. 
a, est la pente de la courbe. La comparaison des Tableaux 1 et 5, montre 

0 IO 20 30 40 

2 
x, cm 

2 

FIG. 11. Variations de 4zT/V, en fonction de x pour des 
tils de diffbrents diambtres. 

Ces courbes montrent, et le Tableau 5 precise, 
que les diffusivitks attachees aux differents fils 
sont d’autant plus petites que le fil est plus fin; 
Ies differences, importantes aux petites valeurs 
de x, s’attenuent lorsqu’on s’tloigne du fil, et 
ont pratiquement disparues lorsque x atteint 
10 cm. 

Les viscosit6.s cinematiques vraies se calculent 
a park de zu, et conduisent a des rtsultats 
analogues, moms complets cependant car les 
mesures ne peuvent atteindre que des distances 
x plus limitees. Les rapports ~,/a, c’est-a-dire 
les nombres de Prandtl, dependent de tous les 
parametres definissant le phtnomene, mais 

que, mdme a grande distance du fil, la diffusivid 
thermique vraie de sillage est encore tres 
inferieure a la diffusivite de l’ecoulement nature1 
(11 au lieu de 17 CGS). Nous pensons cependant 
qu’a t&s grande distance, jl finirait par y avoir 
Cgalite; bjen que correspondant a des conditions 
differentes l’experience sujvante semble 
l’indiquer. 

Nous avons Btudje le sillage aerodynamique, 
en conduite circulajre, d’une tige de 0,300 cm, 
et calcule la viscosite cinematique vraie derriere 
cette tige, pour une vitesse de 3000 cm/s et A la 
distance x = 81 cm de la tige, on obtient ainsi 

vi = 41,5 cm2/s, alors que pour l’ecoulement 
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nature1 dans les mCmes conditions on a v0 = 
43 cm2/s. 

2.4 Etude des Sillages Excentres 
Placons maintenant le tl, non plus sur l’axe 

de la conduite, mais a une certaine distance Y de 
celui-ci (Figs. 12 et 13). Les axes de coordonntes 
Ox et Oy sont rep&s par rapport au fil. La 
vitesse U, de l’ecoulement nature1 qui, sur 
l’axe, pouvait Ctre conside& comme constante 
et Cgale a U,, est une fonction de y. 

FIG. 12. Sillage excentrk. 

Cot6 poroi condulte 

U 
-s 
T 

Cot6 me condunte 

FIG. 13. Allure des profils de vitesse ou de tempkrature dans 
le sillage dissymktrique. 

La vitesse U, ayant &PI determinke comme il 
a Cte dit prtctdemment, on mesure les vitesses 
U, dans le sillage pour une suite de plans de 
sondage, XX, d&finis par leurs distances x au 
til (Fig. 12). On en dtduit la vitesse U = U, - 
U, en fonction de la coordonnke y. Cette vitesse, 
maximale au point Q, decroit de part et d’autre 
pour devenir pratiquement nulle sur les limites 
M, et M, du sillage. La Fig. 13 represente 
schematiquement la loi de repartition des 
vitesses U (dans la section M,QM, de la Fig. 12). 

Le sommet S de la courbe correspond a la 
vitesse maximale U,, en regle getkale, con- 
trairement a ce qui a lieu sur l’axe, les branches 
SB,M, et SB,M2 ne sont pas symetriques 
par rapport a SQ. Tracons en SB;M’,, la 
courbe symetrique de la branche la plus 
proche de l’axe, qui est ici SB ,M 1. Les 
courbes SB;M; et SB,M2 delimitent dans le 
plan de la figure une surface que nous appelerons 
“la zone d’etalement du sillage”. Cette zone a 
CtC hachurke sur la Fig. 13. Par rapport au point 
Q de la Fig. 12, elle est situQ du c&C de l’axe de 
la conduite. En fait cette zone peut tout aussi 
bien Ctre en sens inverse, c’est-a-dire que 
l’etalement du sillage se produit alors vers la 
paroi. 

Conventionnellement, nous dtfmissons la 
“largeur” du sillage et la mesure de “l’etalement” 
de la facon suivante: nous coupons la courbe 
par la parallele a Qy d’ordonnke QA = AS = 
U,/2, (Fig. 13) et nous posons : 

BIB, = I AB; = AB; = I, E = 1 - 21, 

1, mesure la “largeur” conventionnelle du 
sillage, et E “l’etalement”. 

Les grandeurs qui viennent d’etre definies 
pour le sillage aerodynamique peuvent l’etre 
pour le sillage thermique. 

Nous avons experiment6 aux excentrations 
d = 0,43 et d = 0,83: en regle generale lorsque 
x croit, on observe: 

en premier lieu, une region ou le sillage est 
symetrique, 
ensuite, une region oh la dissymetrie apparait 
avec Ctalement vers l’axe, 
apres &tre pa& par un maximum, cette 
dissymetrie s’attenue puis disparait pour faire 
place, aux grandes valeurs de x et aprQ une 
zone de quasi-symbtrie, a un sillage Ctalt vers 
la paroi. 

Ces resultats sont qualitativement les mCmes 
pour le sillage thermique. 

Les variations de la vitesse de l’tcoulement, 
qui se traduisent ici par une variation de la 
vitesse UC A l’ordonnke du til, ne modifient pas 
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les resultats precedents, la largeur 1 des sillages Les nombres de Prandtl turbulents calcules 
diminue cependant legkement quand la vitesse dans les deux conduites varient legerement d’une 
augmente. valeur a l’autre de l’excentration. 

Dans certains cas, en particulier pour le 
sillage thermique du til de 0,064 cm, la seconde 
region n’existe pas, ou en tout cas l’etalement 
vers l’axe est insufkant pour etre mesurable, 
et on passe directement du sillage symetrique 
au sillage &ale vers la paroi. 

Nous avons constate que la largeur relative 
l/d des sillages est plus importante pour les fils 
fins (0,003 cm) que pour les fils de plus gros 
diambtres (0,064 cm). Enfin la largeur 1 des 
sillages et la largeur relative l/d augmentent 
avec l’excentration. 

3. INTERPRETATION DES RESULTATS A 

L’AIDE DES THEORIES DE DIFFUSION 

On admet que les masses materielles qui 
diffusent conservent, sur un certain parcours, 
les caracterktiques de leurs points de depart, 
et qui sont: 

leurs temperatures pour la transmission de 
la chaleur, 
leurs quantites de mouvement pour le frotte- 
ment, mak les phenomenes sont, 

Notons entin que les dissymetries dont il est 
fait Ctat sont petites, elles atteignent au maximum 
10 pour cent de la largeur du sillage. 

dans ce cas, beaucoup moms nets, si bien que 
certaines theories font intervenir des transferts 
portant sur d’autres grandeurs mecaniques. 

En condujte circulaire, les phenomtnes dans 
les sillages excentres sont qualitativement les 
mCmes qu’en conduite rectangulaire. Cependant 
les largeurs y sont ltgerement superieures, les 
Ctalements plus faibles (tvidemment a con- 
ditions semblables, c’est-a-dire mCme fil, mCme 
excentration et vitesses locales U, Cgales). 

Calcul des dijiisiuitb. Malgm les dissymetries, 
il est possible de definjr et d’evaluer les viscosites 
et les diffusivites thermique turbulentes locales. 
Ainsi, en conduite rectangulaire, on obtient : 

Les coefficients I et I* (et par suite a et v) 
s’expriment en fonction des parametres qui 
definissent la diffusion de la mat&e. Les deux 
parambtres fondamentaux sont: les flux de 
masses quj s’echangent a travers l’eltment 
superkiel de controle, et la longueur sur 
laquelle se conservent, du moins en moyenne, 
les temperatures et les quantites de mouvement, 
ces longueurs determjnant les desequilibres 
thermique et mecanique, au niveau de l’element 
de surface d’echange, des masses qui le traversent 
par diffusion dans les deux sens. 

U,, = 1000 cm/s 

d = 0,010 cm 

pour d = 0,43 

pour d = 0,83 

\lr = 3.75 cm’s a x = 7 cm (7 cm2 1s) 
a, = 14,3 cm2;s a x = 40 cm (158 cm2;s) 
a, = 85 cm2:s ax = 8 cm (14 cm2.s) 

U,, = 3000 cm/s 
d = 0,003 cm 

U,, = 3000 cm/s 
d = 0,064 cm 

pour d = 0,43 
pour d = 0,83 

pour d = 0,43 

u, = 51 cm2:s a x = 30 cm (52 cm2 s) 
u, = 26 cm2:s a x = 7 cm (46 cm2.;s) 

11, = 18 cm2/s a x = 20 cm (32 cm2s) 
II, = 50 cm2s a x = 30 cm (52 cm2s) 

Les nombres entre parentheses correspondent 3.1 ThPorie de Bory et ThPorie de Taylor 
aux diffusivites mesurees dans l’ecoulement A. Thkorie continue de Bory (1 d 3) 
nature1 (en l’absence du fil). On considere, (Fig. 14) un Ccoulement de 

L’examen de ces resultats montre que les vitesse uniforme U, dirigee parallelement a 
valeurs de vt et a, tendent vers les valeurs des l’axe des x. La tranche MN, de section AX = 
diffusivites mesurees dans l’tcoulement naturel, 1 cm2 (nous supposons un phenomene a deux 
plus rapidement que sur l’axe de la conduite. dimensions) se trouve a l’instant t = 0 en 
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,Y 

40 NO 

T, cliil 

x 

FIG. 14. Schtma de diffusion A une dimension. 

MONO, a l’instant tI en MINI defini par 
l’abscisse ?cl = t, . U,. 

Dans le meme temps 1’ClCment de volume 
dw, est venu en do,, mais la masse dnl, de 
mat&e qu’il renfermait s’est repandue dans un 
volume de plus grande &endue (avec une 
densite partielle reduite), nous Ccrirons la partie 
dnr de cette masse qui, a l’instant tI, se trouve 
dans l’element de volume do sous la forme: 

dnr = .f. do . dnr, (12) 

cette masse est alors melangee dans do avec 
des masses du fluide qui, a l’origjne des temps, 
Ctaient dans les elements de volumes voisjns 
de doO. 

Le facteur.fl qui defmjt la fractionf. do de la 
masse injtiale dnl, se trouvant a l’instant t, dans 
do est une fonction des coordonnees de position 
de do, et de dw ainsi que du temps. 

En premier lieu, nous schematiserons en 
admettant que la diffusion ne se produit que 
suivant la direction y (on peut montrer que ce 
schema permet une etude correcte des 
phtnomenes auxquels nous l’appliquerons). 
Dans ces conditions, les positions de doI et 
dw sont entierement detinies par les ordonnees 
y, et y, et on a : 

do0 = do, = Ax. dy, = dy, 

et de mCme do = dy. 

Ceci pose, nous ferons l’hypothese que: la 
fcnctionfs‘exprime par la seule combinaison de 
variables : 

a = s(t). (Y - Yo). 

g(t) ne dtpendant que du temps et .f &ant par 
ailleurs paire en a. 

La masse diffusee ne depend done que de la 
distance I = 1 y - y,) des elements de volume, 
mais il est essentiel de remarquer que ces 
elements jouent des roles differents: dy, est 
l’element de volume d’ou proviennent les 
masses diffusees, dy est l’tltment qui les recoit. 

Ceci admis, on explicite drill sous la forme: 

drill = $-. g(t). F[(y - yo) g] . dy, . dy. (13) 
0 

p. est la masse volumique totale du fluide 
supposee uniforme et constante, 

K, = I[ F(a). da, 

est une constante resultant de la normalisation 
de l’expression de dnl. 

Nous laisserons, pour l’instant, la fonction 
F(a) indeterminke mais on peut montrer qu’elle 
est :* 

F(a) = exponentielle [ -a’]. 

La relation (13) permet de resoudre divers 
problbmes, nous en considererons deux. 

ler problbme (Fig. 15). On Porte son atten- 
tion sur la mat&e qui est sjtuee a l’instant 
origine au-dessous de X’X. On se propose de 
calculer la masse de cette mat&e (individualisee 
ainsi a l’instant 0) qui, a l’instant t, se trouve 
au-dessus de x’x. Cette masse est celle quj a 
traverse le plan X’X entre les instants 0 et t (on 
rapporte a l’element superficiel AB = AX = 
1 cm’). 

* La fonction F(a) est assujettie ?i vtritier une Cquation 
irkgrale du type de celle de ChapmawKolmogoroff [15,16] 
en thkorie statistique, et dont la solution, dans les conditions 
du prksent probltme, est e-“‘. 



1848 JEAN FAYET 

Le resultat s’obtient en integrant (13) 
successivement sur y et sur y,, il est : 

K, 1 
nl = p. . --: . ----, 

Ko s(t) 

K, est une constante numerique, definie par la 
forme de F. 

FIG. 15. ler problkme 

Cette masse provient des differents elements 
dy,, done, a l’origine des temps, elle se trouvait 
a des distances y, variees ; on definit une 
distance moyenne de provenance 1 par la 
relation : 

nl. 1 = i yo=‘-m 
y, . dm. 

Le calcul de 1 donne (en valeur absolue): 

K, est une nouvelle constante numerique. 
2tme probltme (Fig. 16). On Porte son atten- 

tion sur la matiere qui, a l’instant 0, Ctait dans 
la particule AoBo, A,B,, dont la surface de 
base est Ax = 1 cm2, l’epaisseur e. On se 
propose de calculer la masse de cette mat&e 
qui, a l’instant t se trouve dans l’elkment de 
volume dy. 

11 faut ici integrer (13) sur y, entre -e/2 et 
+ e/2, le resultat est le suivant : 

e/2 

h = g-.dy.g 
s 

WY - YcJ91 
0 

-e/2 

(Y+e/2).9 

x dy, = -$-.dy. 
s 

F(a) da. 
0 

(Y-e/2).9 

La determination numerique de &I exige que 
soit connue la fonction F(a). 

FIG. 16. 2ime problbme. 

Calm1 des diffusivitt% 
Cas du rkginle permanent. On suppose que 

dans l’espace du fluide regne un gradient de 
temperature r = aT/ay, uniforme et constant. 
On doit considkrer qu’entre les instants 0 et t, 
la masse m = p. . K,/K, . g a traverse l’element 
unitaire de surface AB dans le sens des y 
positifs, et qu’une masse Cgale a traverse en sens 
inverse. Les temperatures moyennes de ces 
masses Ctaient respectivement celles qui regnent 
en M’ (tel que OM’ = I), et en M symetrique de 
M’, d’oh, entre elles, un AT= T’ - T = 
- 2. I. r. La quantite de chaleur transferee dans 
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le sens des y positifs est done: On a explicit6 F(a) = - e-“‘, fait y, = 0 et 

q = -2.ni.l.C,.r = -2.p,.C, 
remplad T. dy,/K, par la constante B, car 

K2 1 aT 
l’expression de la tempkrature au voisinage de 

x .--. .~__. ___. 
l’o . . rlgme pose un probltme dont nous ne pouvons 

&I 9 (0 dY nous occuper ici. 

Cette quantitb de chaleur devant Ctre propor- 
On retrkve la r&partition en loi de Gauss 

tionnelle au temps, puisque nous supposons que montre l’expkence. 

le rCgime permanent, on doit poser: l/g* = A. t, 
La fonction g(t) n’est soumise u priori ti 

oti A est une constante de proportionnalk qui aucune condition. La premikre id&e serait 

dkfmit la vitesse de diffusion. d’admettre qu’elle est la m&me qu’en rCgime 

11 sufit alors d’identifier & q = -A. aT/k?~y. c 
permanent, d savoir g(t) = l/J(k), mais cela 

pour exprimer la diffusivitk thermjque conduirait a une diffusivitk indkpendante de X, 

1 
et par suite ne permettrait pas de rep&enter les 

a ZZ c,.p, = 2.3 (14) rCsultats de l’experience. 
0 Relation entre la diffusivitk thernlique a, et la 

calcul analogue fait sur le transfert de quantitk fonction g. Nous adoptons les dkfmitions de 

de mouvement donne: a, = LJC,.p et de q = -l.t.aT/ay.t, cz qui 

v+2..~-.*. 

conduit g l’kquation indtfinie classique suivante : 

0 
(J !!_! = aT = a !??I 

Comme dans la thtorie mokculaire Clkmentaire c ax at *' ay2 
de Maxwell, on obtient v = u, c’est-&dire un 
nombre de Prandtl Cgal g 1, ce qui n’est pas 

(oh a est jndCpendant de y) 

parfaitement exact. 
La’ thCorje continue donne la distribution 

Transposition aux sillages. On suit dans sa 
des tempkratures : 

marche -une tranche Ax (Fig. 14). A l’instant T = B, g(t) F(g* . y*), 
zero elle est en 0, au niveau du fil, a l’instant t, 
elle s’est dkplacke de x = U,. t, relation qui 
Ctablit la liaison entre espace et temps. A son 
passage en 0, la mat&e constituante du volume 
tlkmentaire dto, a ttC pork g la tempkrature 
initiale 7;. 

Nous prenons pour origine des tempkratures, 
celle de l’kcoulement amont, et nous admettrons 
que les masses qui diffusent conservent leur 
Cnergie thermique initiale. 

A l’instant t, l’&ment dy est done constituk 
par le mklange d’une masse dnr & la tempkature 
q, et de la masse complkmentaire dnr, - dnr, 
issue d’kltments de volumes dont la temptka- 
ture Ctait To = 0. La temptrature B l’ordonnke y 
est done: 

T = %k_~ 
C, POSY 

(15) 

d’oh 
T = Bsg(t) e-@. (16) 

ce qui donne l’expression de la diffusivitk 
thermique turbulente de sillage avec F = 
exponentielle ( -y2 . g*) : 

Id 1 a, = - .!- ds = __ ___ ___ 
2g3 dt 0 4dt g* 

(17) 

a, est exprimke en fonctjon de t, on obtient 
l’expression en fonction de x en substituant: 
t = X/UC. 

On peut mettre cette expression de a, sous 
la forme (14) en posant : 

(18) 

le calcul des constantes K, et K, fait sur la 
fonction de distribution F(a) = ema2 donne en 
effet K,/K, = $. Les formes (18) et (14) sont 
alors g&&ales, elles dkterminent un coefficient 
A, constant en rtgime permanent, fonction de t 
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dans les sillages, qui mesure la diffusivid de la 
matibre. 

Les memes calculs effect& sur le transfert 
de la quantite de mouvement conduisent a une 
expression de v, identique a (17), la fonction 
g2y est la m&me puisqu’elle est attachee a la 
diffusion de la mat&e. L’experience ne verifant 
pas cette Cgalite de v, avec a,, on doit considtrer 
que les transferts de chaleur et de quantite de 
mouvement ne sont pas lies a la diffusion des 
masses materielles de faGon aussi simple qu’il 
a ete suppose. Nous revenons sur cette question 
en (17) pour l’instant nous nous limiterons 
a definir deux fonctions g, que nous noterons 
gT et gU et qui seront calculees a partir des 
fonctions experimentales Z~ et 2” par la relation 
parallele en zu pour gv. 
B. Thtorie de Taylor (7 d 14) de la dispersion 

des particules niatf+ielles 
Taylor Ctudie la dispersion dans le temps des 

particules materielles elementaires a partir d’un 
element de volume d’espace. A l’instant t = 0 
la particule do, (Fig. 14) doit ttre subdivisee 
en particules Clementaires qui vont conserver 
leur individualitt au tours de toute la duree 
de la dispersion. Ces particules Blementaires 
ont toutes a l’instant origine une vitesse U,, 
ce qui necessite de suivre la marche de la tranche 
Ax de l’espace geometrique mobile. A cette 
vitesse U, s’ajoute vectoriellement une compo- 
Sante fluctuante rL de vitesse d’oh resulte la 
dispersion laterale y et une composante fluctu- 
ante de vitesse U, qui donne une dispersion 
en x autour de la tranche AX. 

Taylor Ctablit entre la fluctuation de vitesse 
uL et la distance y a l’instant t, de dispersion 
de chaque particule, une relation. 

Lorsque le temps de diffusion est sufkament 
petit, cette relation s’tcrit : 

-.. -. 
y2 = a;. t:. (19) 

Lorsque le temps de diffusion est grand, elle 
devient : 

-.. - 
y2 =2Bv;.t, + C (20) 

ou B et C sont deux constantes. 

C. Relations entre Ees deux thtories.” Liaisons 
entre la d$fusivik et les grandeurs nlesurtks 
d 1’ ant!nronu?tre Li.fil chaud 

Les theories de Bory et de Taylor se placent 
l’une en l’autre du point de vue de Lagrange. 
On peut exprimer la fonction g(t) de la theorie 
continue en fonction du carre moyen de la 
dispersion 3 de Taylor et relier ainsi g(t) a 
certaines grandeurs mesurables par anemo- 
metne a fil chaud, ou pouvant etre Cvaluees au 
prix de quelques approximations par cette 
methode anemometrique. 

La relation (13) de la theorie continue donne 
la part (dnl) de la masse totale (dnl,,) qui, a 
l’instant t se trouve a la distance y - y, de son 
lieu d’origine, d’ou la possibilite de calculer 
le carre moyen des distances auxquelles se 
trouvent disperste cette masse dnl,. Nous 
designerons le cart-e moyen de la distance de 
dispersion ainsi calcuk par 12, et il est raison- 
nable de l’assimiler au carre moyenne de 
dispersion de Taylor. 

1’ se calcule ici par une integrale et s’exprime 
en fonction de g(t) voir (3.1.A) on a: 

y=m 

s (y - y,,)’ . drill = 2$ (21) 

Oh 
Y&Y0 

y=m 

Anlo = F. g . dy, 
s 

WY - yo)gl dy. (22) 
0 

Y=Yo 

Nous poserons alors qu’il y a identite entre 
1’ et y2, soit: 

Reprenons les cas extremes de la theorie 
de Taylor. 
ler cas-la dunk t est assez grande, la relation 
(22) donne : 

l= = 2. B . v; . t, 
__.~.~~~. __.~ 

* Nous nous plaqons dans le cas du milieu homogkne et 
indkfini. Nous avons Ctudik (17) les modifications B apporter 
aux diverses relations prbckdentes pour le milieu limit& 
h&brogkne. 
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la fonction l/g s’ecrit : 

; = ,/(4. B. s-. t). 

11 y a equivalence effective entre les distances 
de dispersion don&es par les deux theories. 
La constante A de la theorie de Bory, qui 
determine les diffusivitb, se trouve exprimee 
en fonction des grandeurs B et t$ qui relbvent 
de la theorie statistique de la turbulence, elle 
est en principe mesurable par anemometrie a 
fil chaud [lo, 181. 
2eme cas-la duke t est petite, la relation (21) 
donne : 

l2 = 2.. t2, la fonction -I s’ecrit i 
9 

= ,/(2. i$). t . (24) 

1 et l/g se trouvent alors proportionnels a t et 
non plus comme il se devrait a Jt. En fait, la 
particularisation de la fonction l/g2 en la 
proportionnalite (A. t) au temps, n’intervient 
que pour adapter les resultats des calculs aux 
conditions du regime permanent; il n’est done 
pas contradictoire avec le principe general 
de la theorie continue de supposer, en regime 
transitoire, une loi d’evolution differente, ce qui 
revient g admettre que la diffusivite A varie 
avec le temps.” 

Au 0 2.3.C nous avons exprime les diffusivitts 
de sillage en fonction d’une variable z. 

En confondant la vitesse d’Euler et la vitesse 
de Lagrange, ce qui est classique et justifie ici, 
on peut ecrire la relation (24) sous la forme: 

p = -!_ .!c 
E 292' x2’ (25) 

On peut d’autre part relier la fonction g(t) 
A la fonction z que definissent les relations (11) 
et, admettant l’egalite entre z, attach&e a la 
diffusion de la mat&e, et zT et zU, tgalite que 

* Par exemple, les phtnomknes de sillages ttudiCs 
ci-dessus correspondent, en espace de Lagrange, A un 
rCgime variable et now avons constatk effectivement une 
variation des diffusivitCs en fonction de x, done de t = u/U, 

veut la theorie elementaire, et quitte a en 
discuter plus loin, nous comparerons les relations 
(10) et (16) qui donnent l’une et l’autre la loi 
de repartition des temperatures dans le sillage ; 
compte tenu de la liaison x = U, . t, cette 
comparaison conduit a : 

UC 1 z = -GF (26) 

On peut done, par I’intermtdiaire de (25) et 
(26), calculer la fluctuation quadratique moyenne 
vi (pour laquelle on dispose de quelques 
mesures anemometriques) a partir de la fonction 
z [14, 191. 

Remarquons que la fonction z de la relation 
(26) correspond a la diffusion de la nratitre, 
mais que, en principe, les fonctions zc et zT du 
paragraphe (A) devraient lui &tre &gales. Elles 
seraient alors egales entre elles, ce qui n’est pas 
de plus, elles dependent l’une et l’autre du 
diametre des fils. Le probleme est done compli- 
qd, et le calcul de 3 a partir des valeurs 
experimentales de zu et de zT aux pet&es valeurs 
de X, n’est pas immediat. En s’appuyant sur 
des considerations qui seront developpees au 
paragraphe suivant, et a park d’une discussion 
de l’ensemble des resultats experimentaux 
obtenus pour les petites valeurs de X, on peut 
cependant faire quelques evaluations. 

Fils fins (d = 0,003 cm et 0,010 cm), disposes 
sur l’axe des conduites. 
Vitesse sur l’axe : U,, = 3000 cm/s. 
Calculs effectub a partir des mesures des 
diffusivitts thermiques- (avec correction de 
conductivite moleculaire [_1_4, 191. 
En conduite rectangulaire ui = 86 cm/s. 
En conduite circulaire z = 88 cm/s. 

La precision des mesures &ant limit&e, on peut 
admettre qu’il y a egalite entre ces deux valeurs. 

Des mesures anemometrjques effectutes par 
Laufer (20) en conduite circulaire donnent : 

ci = 80 cm/s pour une vitesse sur l’axe de 
3048 cm/s. 
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La mesure directe et le calcul a partir de la 
diffusivite thermique conduisent done a des 
resultats qui, s’ils ne concordent pas avec 
exactitude, sont cependant suffrsamment voisins 
pour ne pas contredire I’assimilation que nous - 
avons faite du I2 de Bory au y2 de Taylor. 

Le calcul de$a partir des viscositb cinemati- 
ques donne un resultat trb voisin de celui de 
Laufer, on trouve: 

pour valeur e,, le diamttre du fil, et, a partir des 
resultats experimentaux, de calculer la fonction 
g, ce procede doit &r-e abandonne car les g des 
differents fils ne coincident pas. 

ug = 81,5 cm/s au lieu du 80 cm/s de Laufer. 

lnterprktation des rCsultats exptrintentaux d 
partir de la theorie continue. Nous admettrons 
qu’il y a une loi de diffusion g(t) attach&e a la 
matibre, done independante du diametre du fil, 
et que c’est cette loi qui regle le transfert de la 
chaleur suivant la theorie Clemeutaire simple 
du paragraphe 3.1. Des experiences de Cl&riot 
(voir [6]) incitent a penser en l’exacdtude de 
cette hypothbe. 

Nous ferons done l’hypothbse suivante : 

le y. de l’integrale est au plus tgal a eo/2, 
admettons que le e, attache au fil le plus fin 
(0,003 cm) est sufisamment petit pour que y, 
puisse &tre neglige devant y; la repartition (27) 
se reduit alors a la repartition (16) ; e, n’intervient 
plus, et, par suite, g(t) se deduit immediatement 
des resultats experimentaux. 

Cela revient en definitive a considerer comme 
un infiniment petit le e, du fil, 0,003. 

La loi g(t) ainsi obtenue n’est pas la propor- 
tionnalite inverse a t, ce qui Ctait a prevoir 
puisque la diffusivid thermique n’est pas une 
constante. 

Reste a expliquer pourquoi le zr experimental, 
qui, en principe, devrait etre &gal, suivant la 
relation (26) a U,j4g2, depend du diametre du fil. 

Considerons la particule AoBoA,B, qui a 
I’instant 0, arrive au contact du fil (Fig. 16); 
elle se trouve port& a une temperature initiale 
?;:, d’oh resulte la transmission de chaleur 
determinant la loi de repartition des tempera- 
tures a l’instant t. 

Pour obtenir les e, attaches aux autres MS, 
on peut soit utiliser la valeur de l’ordonnke a 
l’origine des droites de la Fig. llb, soit avec 
les valeurs de la fonction g (Fig. 17) et l’expres- 
sion (27), utiliser les repartitions experimentales 
de temperature en fonction de y et x. 

Les valeurs deduites de la methode de 
l’ordonnke a l’origine recoupent de mat&e 
satisfaisante les valeurs obtenues a partir de la 

Si on admet que l’epaisseur de la couche 
fluide initialement chauffke est infiniment petite, 
la diffusion de la mat&e conduit a une reparti- 
tion donnke par la relation (16) ci-dessus, 
a savoir : 

sor 

T = B, g(t) exp ( -g2y2). (16) 
- d- 

En r&alit& l’epaisseur chauffee, qui est celle de 
I” _; 

la particule A,B,A,B,, a une valeur finie e,, 
dont il est a presumer qu’elle depend du diambtre 
du fil. Reprenant le raisonnement qui a conduit 
a la formule (16), et en faisant appel aux resultats 
du deuxitme probleme, on obtient : 

+ epl2 
T = B,g _io,2 exp h2(y - Y,)I dy,. (27) 

L’idke la plus immediate est de prendre, 

, 

I/,, 3000 cm/s 

60- 

40- / 

/ 

0 0.02 QO3 

FIG. 17. Variations de l/(t g$ en fonction de t. 

cm/s 
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relation (27) (qui fournit e, pour les grandes 
valeurs de x). 11 y a une exception pour le fil de 
0,300 cm. Le Tableau 6 donne les valeurs de e, 
pour diffkrents diamktres de fil. 

d fil, cm 

e,, cm 

0,003 0,010 0,064 0,300 

0,lO 0,14 0,50 233 
(0,4cm&x = lcm) 

e,ld 34 14 7.3 1.7 

Les valeurs de e, sont les m&mes pour les deux 
conduites A la prkcision pr&s des mesures. 
L’kpaisseur de la particule pour la tige de 0,3 
cm ne varie plus avec ?c et y, seulement A partir 
de x/d = 100. 

Entin les rksultats sont pratiquement les 
memes pour les vitesses de 1000 et 3000 cm/s. 
Les nombres obtenus pour le rapport e,/d 
semblent indiquer que e,/d diminue lorsque 
daugmente pour atteindre la valeur constante 
7,8--7,7 au-de18 de d = 0,064 cm. 

On peut done, en attachant A chaque fil une 
tpaisseur e, de particule approprike, calculer 
les diffusivitts et leurs lois d’kvolution dans les 
sillages qu’ils crkent si partir d’une seule fonction 
g(t), qui, en principe, dktinit la diffusion de la 
mat&e dans les sillages. 

Pratiquement ceci entraine que la dttermina- 
tion expkrimentale de g peut se faire A l’aide de 
tils de diam&res quelconques: par exemple un 
fil trks tin (0,003 cm dans nos expkriences) pour 
lequel la correction d’kpaisseur de particule 
peut &re nCglig& en premikre approximation, 
ou par un fl de plus grand diamktre (0,064 cm) 
en tenant compte de l’kpaisseur e, correspon- 
dante. 

La m&me coordination peut se faire pour 
les viscositks cirkmatiques. On attache B chaque 
diam&e de fil une Cpaisseur e,, et on calcule 
A partir du parambtre expkrimental zu la 
fonction g, qui est unique pour le phknomtne 
mdcanique nrais di&rente de celle obtenue pour 
les dfjiisioitb thernriques; paralMlement les 
tpaisseurs de particules ne sont pas les msmes 
pour les deux phknomknes. 

D 

Nous avons ainsi obtenu deux fonctions g 
que nous avons not&es gn et gu (en parallble 
avec zT et zU), gT correspondant, pour les 
raisons indiqukes ci-dessus, sinon exactement 
du moins de faGon approchke, A la fonction de 
diffusion de la mat&e. 

De m&me il ne faut pas considkrer que eo, 
soit l’kpaisseur effective d’une particule effective ; 
numtriquement, particulikrement pour les tils 
fins, e, est en effet un multiple trop Clevi! du 
diambtre (comme on le volt sur le tableau), et 
d’autre part l’image d’une particule bien d%nie 
9 tempkrature uniforme n’est gubre convenable 
en la circonstance. On doit plut6t considerer e, 
comme un parambtre qui rtsume les effets des 
phtnomknes trb compliquks qui se produisent 
au voisinage immkdiat du lil. 

Nous avons principalement consid& les 
phCnom&nes a proximitk de l’axe, c’est-&dire 
dans une rkgion oti il est raisonnablement permis 
de supposer que les conditions sont voisines 
du milieu illimitk et d’une structure homogkne 
de l’kcoulement. En fait, le milieu est limit& par 
les parois, la turbulence est alors non homogkne 
et nous avons poursuivi 1’Ctude de cet effet [17] 
sur les lois de la diffusion ce qui nous a permis 
de calculer les corrections A apporter aux 
paramktres de la diffusion: loi de diffusion, 
longueur de provenance, diffusivitks, etc. 
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OF FRICTION AND HEAT TRANSFER 
IN TURBULENT FLOW 

Ahatrac-&Experimental turbulent diffusion are determined by measures of mean velocity and mean 
temperature in isothermal flow and in heated flow. For both flows, the turbulent diffusions can be obtained 
by the study of the disturbance, created by thin wires in the fluid. 

The Boussinesq equations are used and we discuss the rough solution which assumes constant diffusion 
coefficients. The experimental results lead us to choose, diffusion coefficients variable with coordinates, 
for the flow through a pipe and in the wake. Then, we take these variations into account and we compare 
the diffusion coefficients in the flow through a pipe without wire to those in the wake of a wire. 

We compare the diffusion theories of Bory and Taylor in order to connect the phenomenological turbu- 
lent diffusion coefficients to some statistical characteristics of the turbulence. To explain the influence of 
the wire diameter, we attribute to each diameter a thickness of a fictitious particle. 

The results can be generalized. By the study of the diffusion in a limited heterogeneous medium, one can 
obtain the laws of variation of the diffusion coefficient in a flow through a pipe. 

EXPERIMENTELLE UND ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG DER REIBUNG 
UND DES WARMEUBERGANGS IN TURBULENTER STROMUNG 

Zusammenfasanng Der turbulente Transport von Impuls und Warme wurde durch Messungen der 
mittleren Geschwindigkeit und der mittleren Temperatur in einer isothermen und einer beheizten 
Striimung bestimmt. Ftir beide Striimungen kann man die turbulenten Transportkoeftizienten durch 
Beobachtung der Stijrung erhalten, die durch diinne Drahte in der Strijmung hervorgerufen wird. 

Es wurden die Boussinesq-Gleichungen benutzt und die einfache Losung diskutiert, die konstante 
Transportkoeffizienten voraussetzt. Die Versuchsergebnisse fiihrten dazu, die Transportkoeffizienten fiir 
die Stromung im Rohr und hinter der Stijrstelle in Abhangigkeit vom Ort anzusetzen. Unter Bertick- 
sichtigung dieser Abhlngigkeit wurden die Transportkoeffizienten fur die Rohrstromung ohne Stordraht 
mit denen fiir die Striimung hinter einem Draht verglichen. 

Die Transporttheorie von Bory und Taylor wurde herangezogen, urn die beobachteten turbulenten 
Transportkoeffrzienten mit einigen statistischen Kenndaten der Turbulenz zu verkntipfen. Urn den 
Einfluss des Drahtdurchmessers aufzuzeigen, wurde jedem Durchmesser eine fiktive Teilchengrlisse 
zugeordnet. Die Ergebnisse lassen sich verallgemeinern. Durch die Untersuchung der Transportphanomene 
in einem begrenzten heterogenen Medium kann man die Gesetzmlssigkeiten fti die Abhiingigkeit des 

Transportkoeftizienten bei der Rohrstriimung finden. 

TEOPETHr3ECKOE I4 3HCHEPHMEHTAJIbHOE MCCYIEfiOBAHME 
TEHJIOOEMEHA M TPEHMH R TYPBYJIEHTHOM TE’4EHHH 

AHHOTIU(I1R--nJ'TeM E13MepeHYIR CpeJJHei CHOPOCTH II CpeJJHe8 TeMIEpaTJ'pbI R Il:lOTepW 
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I14eCKOM II HelI30TepMI4YeCKOM TeYeHHRX 3KCnepMMeHTkUlblI0 liati;~CiIbI K03~~)Il~ClelITbI 

Typ6yJIeHTHOfi ~H@4y311H.j$IR 06oax CJIyYaeB MOWHO HaiTll K03$&I~MeHTbl Typ6ynelITHOfi 

~H44y31111 npM HCCJIeflOBaHHM BO3MyWeHkIfI B WIJJKOCTM, BHeCeHHOrO npOBOJIOsHbIM 

Typ6yJIn3aTOpOM. 

klcnonb3ymTcH ypaBHeHmR EyccnaecKa kt 06cymfiaeTcH np~~C,nr~Htelilroe pelllell~~e npu 

~ony~eH~~~in0~~0~~~n~KOa~~a~aeHTOB~~~~y3vra.3KCnepIlMeaTa~bllbIe ,qaHlme n0:mo.mi.m 

BbI6paTb KO3I#l~lII~HeHTbI JJH44ly3MI4, 3aBMCMMbIe OT KOOp~IIliaT ,&7Ill TeWHHii B Tpyu'e II 13 

CJleae. SaTeM 3TH lI3MeHeHWl y'WiTbIBaJIPlCb, H KO3#I@H~HeliTbI ~Hl$$ly:HICI B Tpy6e CpaBHH- 

BaJIIlCb CKO3~~I~lJ~eHTaMH B CJIeRe 3a npOBOZOYlibIM Typ6yJllf:SaTOpOM. 

npOBefieH0 CpaBHeHHe J@@y3MOHHbIX TeOpd EOpllll Teirnopa ~JI~I TOrO,gTO6bI CBH3aTb 

~eHOMeH0JI0rI4~eCKLe KO%j.@HUHeHTbI Typ6yJleHTHOfi &@ly3HM C HeKOTOpbIMH CTaTBCT- 

WIeCKMMLl XapaKTepllCTIlKaMR Typ6yJIeHTHOCTLi. flJIR 06'bHCHeHLfH BJIHHHlI1R AllaMeTpa 

1lp0~0~10K14 38 AHaMeTp KaHcaofi npoBonoKki npmMMaaacb Tonqmra J;)IIKTPIBHO$~ qacT&iubI. 

Pe3yJIbTaTbI MOmHO 0606uaTb. np14 MCCne~OBaHMM AlI(~~y3lfI~ B OrparIwIeHHoii reTepO- 

reHHOti CpeAe MOWHO nOJlyWTb 3aKOHOMepHOCTH H3MeHeHIIH K03@l&i~~~eHTa AJ@.$y:GiI~ R 

Kpymofi Tpy6e. 


